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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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§ 1, Разлагая Функд1ю {(х) въ рядъ по восходящимъ стеие- 

нямъ разности 

х—Х, 

А1Ы находимъ Формулы для приближеннаго представлен1я Функцш 
^{х) подъ видомъ полиномовъ, въ которыхъ коеФФИщенты опре- 
деляются зиачен1ями начальной Фупкщи 

т 

и производныхъ 

Г(х), Г{х\ .... 

при х=Х. Разлагая ^*{x) въ рядъ бол^е сложнаго вида 



О) к,и,-^к,и,-^к,и,ч^ ... ., 

гд* 

тт п тт 

'^О? ^1 > 2? • • • • 

как1я либо Функщи перем'Ьиной х^ пе зависящ1я отъ Дж), мы на- 
ходимъ для опред'Ьлен1я коеФФиц1ентовъ 

о? 1' 2' • • • • 

Формулы, который вообще могутъ быть представлены такъ: 

^0 = 2 ?о (^.•) т^ к, = 2 91 (^<) т- • • • 



2 11. ЧЕБЫШЕВЪ, О СУММАХЪ, СОСТАВЛЕННЫХЪ ИЗЪ ЗНАЧЕНХИ 

Функщи 

1 

сюда ВХ0ДЯЩ1Я, и значен1я переменной х^ на который распро- 
страняются суммы, зависятъ отъ рода Функщй 

служащихъ для составлеи1я ряда (1). 

Въ случаяхъ особенно простыхъ, когда Функщи 

?о(^)» ФхС^)» 92(^)^ • • • • 
представляютъ полиномы степеней 

О, 1, 2, .... , 

эти суммы разбиваются на так1я элементарный суммы: 

(2) . . . . 2«°.- г(х^), 2 ^.- /'('^л 2^'«- ^(^<)' • • • • ' 

и тогда приближенный выражен1я Функд1и /*(ж) по ФормулЬ 

(3) т = к,€,-^к,щ-^к,и,^ .... 

опред1^ляются при помощи суммъ (2), составленныхъ изъ зна- 
чен1Й од1ючленовъ 

умноженныхъ на ({х^. 

Получаемый такимъ образомъ приближенныя выраженхя 
функщи ({х) существенно отличаются отъ т^хъ, который выво- 
дятся чрезъ разложен1е Функщи ({х) въ рядъ по степенямъ раз- 
ности X — X, и который даютъ полиномы наиближе подходящ1е 
къ ((х) въ смежности съ д;=ьХ Но, уступая посл'Ьдним1> въ сте- 
пени точности, когда д1>ло идетъ до вычислен1я ({х) въ смеж- 
ности съ гг = X, эти приближенный выражешя въ нЬкоторыхъ 
случаяхъ лучше представляютъ Фупкщю ({х) при зиаче111яхъ х^ 
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м'бияющихся въ [1ред']^лахъ бол']^е или мен'Ёе широкихъ. Такъ 
изъ показаннаго нами въ Мемуар'Ь, подъ заглан1емъ: 8иг ГШег- 
роШгоп раг 1а шеИгоЛе (Лез тогпАгез саггё8*\ видно, что рядъ(З) 
съ Функщями 

^^0? ^1» ^^2> • • • • } 

опред'Ёляемыми разложенхемъ суммы 

^^ X — Х( 

въ непрерывную дробь, и съ коеФФИщентами 

составленными линейнымъ образомъ изъ суммъ 

2^«' ^(^«•)' 2^* ^(^*-)' 2^*^ ^^^»-^' ' 

даетъ приближенное выраженхе Функщи ^(х) подъ видомъ по- 
линома степени бол'Ье или мен-Ье высокой, который между всЬми 
другими той-же степени отличается самою малою величиною 
суммы, получаемой при сложен1и квадратовъ уклонен1Й его зна- 
чен]й отъ значен1Й /*(ж^.), служившихъ для разложен1я {(х) въ 
рядъ (3). Въ пред'Ьл'Ь, когда всЬ эти величины /'(х^) сливаются 
съ /*(Х), этотъ полиномъ приводится къ приближенному выра- 
жен1Ю функщи /"(а;), которое находится черезъ разложен1е ея 
въ рядъ по восходящимъ степенямъ разности х — X, и который 
представляетъ ^{х) съ наибольшимъ приближешемъ при х безко- 
нечно-близкомъ къ X. 

Бол'Ье общую Формулу для приближеннаго вычислешя Функ- 
Ц1И ^(х) при помощи суммъ 

^^'^(^г), ^^гН^41 ^^гЧ(^г), , 



*) Мёгао1ге8 йе 1'Аса(1ёт1е 1трёпа1е йеа зсхепсев йе 8а1п<;-Рё1;ег8Ьоиг§. Т. Ш. 

1* 



4 п. ЧЕБЫШЕВЪ, О СУММАХЪ, СОСТАВЛКННЫХЪ ИЗЪ ЗНАЧЕШИ 

МЫ ыаходимъ ыа основан1и показаннаго нами въ Мемуар']^, подъ 
заглав1емъ: 8иг 1е8 (гасНопз сопНпнез *). Формула эта представ- 
ляется подъ видомъ дроби 

гд'Ь за знаменатель 1^'^{х) можетъ быть взята какая либо Функщя, 
положительная при всЬхъ величинахъ х==хг^ числитель-же Р(х) 
есть полиномъ большей или меньшей степени. Дробь, такимъ 
образомъ получаемая для приближеннаго выражения Функц1и/'(ж), 
отличается отъ всЬхъ другихъ, им'Ьющихъ тотъ-же знамена- 
тель Р^^x) И числитель Р{х) той-же степени, самою малою вели- 
чиною суммы 

Изъ этого видно, что суммы 

подобно производнымъ 

могутъ служить для опред'Ьлешя приближенной величины Функ- 
щи ^(х) при значен1яхъ перем-Ьиной ж, заключающихся въ пре- 
д-Ьлахъ бол-Ье или мен^Ье широкихъ. Изъ того-же, что было по- 
казано нами **) относительно интеграловъ 

къ которымъ въ пред'Ьл'Ь приводятся суммы 

2^/А^*)' 2^*-^^^^-^' 2^*^^^^*^'- • • •' 



*) Лоигпа! йе ЫоиуШе, Т. X. 

**) 8иг 1е8 юсНеига ИтИез ^еа тидтаХев. Лоигпа! йе ЫоиуП1е, 1874. Виг 1а 
гергёзепЬаЫоп йез Vа^еи^.^ ИтгШ дез гШедгакз раг Хев гезгдиз шЫдгаих. Ас1;а 
Ма1Ьета11са. 1886. 8иг 1е8 зоттев сотрозёез йез сое/^1сг€П8 йез зёпез а ^е^те8 
ровШ/з, 1Ы(1. 8иг 1е8 гевгйаз гМёдгаих диг йоппеп^ йез Vа^еи^8 арргосКёев йев 
Мёдгакв. 1Ы(1. 1889. 
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видно также, что эти суммы, подобно производнымъ 

Г(^), Г\х), Г(^) , 

могутъ служить для рЬшен1Я н'Ькоторыхъ вопросовъ касательно 
Функцш /'(ж), существенно отличныхъ отъ вычисленхя по при- 
ближен1ю ея значен]й при различныхъ величинахъ перем-Ённойо;. 
Получаемые выводы остаются въ сил-Ь и при ({х) прерывной; 
необходимо только, чтобы эта Функщя при всЬхъ разсматри- 
ваемыхъ величинахъ перем']^нной х не д^^лалась отрицательною. 
услов1е, которому Функщи во многихъ вопросахъ Чистой и При- 
кладной Математики удовлетворяю гъ, представляя въ то -же 
время непреодолимый затруднен1я для приложенхя ДиФФерен- 
щальнаго Исчислешя по причине прерывности. Всл'Ьдсгв1е этого 
суммы 



составленный изъ произведен1Й положительныхъ величинъ 

({^•ду Н^г), А^з), • . • • А^п-1) .'-.^--с/у, 



с/ л/ 



7.' •■' ' V - *'•"; 



и различныхъ степеней какихъ либо дМствительныхъ коли- 

ЧеСТВЪ .. , ■ ;:,^; 

X^у й/|, Л?з, . . . . Х^^ — ^, '^^^.«./-и~ л/«-зл^ 

^^1 заслуживаютъ особеннаго вниман1я. Мы теперь покажемъ, какъ 
по величине этихъ суммъ можно найти низш1й пред'Ьлъ наиболь- 
шаго изъ количествъ 

^*г^) и ВЫСШ1Й пред'Ьлъ наименьшаго. Предполагая-же данными пре- 
Д'Ьлы, за который количества 

Х^^ Х^у Х^у . . . . х^ ^ 

въ суммахъ 

п п п 

,^^г^^(х,)> 2^' ^^^«•^' 2^<'"'^^^»-^ 



о 'лп л 3 у 
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не выходятъ, мы покажемъ, какъ по величине этихъ суммъ 
можно найти тахгта суммъ, получаемыхъ черезъ сложенхе гЬхъ 
членовъ ряда 

А«о)» Я^1)^ /^Ц)' ^(Р^п^х)^ 

которые соотв'Ьтствуютъ членамъ ряда 






,/ • 



•^0 7 ^19 ^2 > • • • • ^п 1 ' 



ч\и 



не достигающихъ бол'Ье или мен'Ье одного изъ своихъ пред'Ьловъ. 
По Формуламъ, опред'Ьляющимъ эти тахгта^ легко получаются 
пред'бльныя величины интеграла 



/*и 



{{х) их 



а 



въ томъ случае, когда известна величина интеграловъ 



^ь 



г.Ъ 



({х) Ах^ 



.ъ 



х({х) с1х, . . . . 



.1—1 



X ^ ({х) йХу 



а 



а 



а 



Функщя ({х) не д'Ьлается отрицательною между л: = а и о? == Ь, 
а количество и больше а и меньше Ъ. 

§ 2. Полагая 

^х,'Г{х,)=с,,\х^(х;) = с,,^^^ 



....2«^/""Ж)=^/-.. 



мы находимъ, что величины 



Х^у Х^У Х^у • ' * * х^ ^ , 



Уо» 2^1» 2^2» 



• • • 



•2/„_1 
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связаны между собою такими I уравцен1ями: 

п п п п 

• 3 



(4)... ^x^^у^=С^, ^x^у^=С^,^x^у^=0^,...^x| 'у<=С',_„ 



.■ "• ' 



О О 



ТА% согласно сказанному въ иредыдущемъ §, количества 

Л?0, X^^^^ Х^^ , , . , Х^ ^ 

не должны быть мнимыми, а величины 

Уо = ^(Р^о)> Уг = Н^Оу У2 = Н^2)^ Уп^1 = А^п-1) 

меньше нуля. 

Разлагая сумму 

п 

^ X — Х{ 



ио нисходащимъ степенямъ х, мы получаешь равенство 



о о и о 



• • • • 



п п 



^_ ^ /—1 1 ^ I 



о о 



которое всл'Ьдствхе уравнешй (4) приводится къ такому: 

. ,^^ х — Х{ X х^ х^ я;^-*-1 ^^ * * 

^0 о 

Откуда ясно, что для удовлетворешя уравнен1ямъ какими 
либо величинами 

•^0» '^1> ^2' * • • • '^п — 1' 

2/о> ^1? 2/а> • • • • Уц — 1 
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необходимо и достаточно, чтобы сумма 

п 

X — ж^ ' 

1 

ТОЧНО ДО членовъ съ — включительно, равнялась бы выраженхю 



X Х^ Х'^ • • • • » 



X* 



Съ другой стороны, зам^Ьчая по вышесказанному относи- 
тельно величинъ 

Уа^ Ун у 2^ • • • • Уп 1' 



ЧТО сумма 



п 



X? У1 
^^ X — XI 



I о 

«Мгп;г*['('?. ч- отъ ж = — оо ДО Ж = н- оо обращавтся въ безконечность 

при п величинахъ 

Х^у Х^у Х^у . » . . х^ ^, 



переходя всякш разъ изъ — оо въ н- сх), мы по знакополо- 
жен1ю Коши*) находимъ равенство 



-ноо п 



^^ .^^ X — ж,- 



— оо о 



Прикладывая-же къ опред'Ьлен1ю указателя 



-ьоо п 






— -ОО о 



X Л?|^ 



*) ^оа^па1 де 1'Есо1е Ро1у^есЬп^^ие. СаЫег 25. 
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способъ, показанный Коши, и замЬчая, что сумма 

п 
^_1» 



приводится къ дроби съ зпаменателемъ степени п, мы уб-Ьж- 
даемся, что указатель ея, въ пред'Ьлахъ х= — сх5, х = ч- оо, 
можетъ достигать величины п, равной степени знаменателя, тогда 
только, когда въ непрерывной дроби 

происходящей отъ ея разложенхя, всЬ неполныя частныя 

?1> Уг» ?8? • • • • 

суть линейныя Функц1и X съ полонштельными коеФФРпцентами. 
Откуда видно, что услов1е необходимое и достаточное для того, 
чтобы ни одна изъ величинъ 

не была мнимою, а величины 

Уоу Уху ^2? • • • • Уп — 1 

были положительныя, можетъ быть представлено равенствомъ 

п 



2 



Х—Х1 «1 Х-*-^1 — ^^ д 1 



о «г^-^Рг — 



ВЪ совокупности СЪ неравенствами 

«1 > о, а^^ > о, а, > О, . . . . а^ > 0. 
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Сопоставляя это съ вышепоказаннымъ относительно урав- 
нен1Й (4), мы убеждаемся, что так1я величины 

x^у Х-^у х^^ . . . . х^ ^, 

Уо9 Уху у 2^ • ' • • Уп — 1 

могутъ удовлетворять имъ только въ томъ случае, когда непре- 
рывная дробь 



а1а^-ьр^ — 



аоЖ-нРо — 



азЯ^-+-Рз — • . . 



^^п^^^Рп^ 



происходящая отъ разложенш суммы 



п 



2 У^ 



представляетъ выраженю 







Со 

X 


1 ^'н- 


с, 

ж» 


точно до 


1 


включительно. 





• • • • 






На основанш этого по разложенш выражен1я 

X Х^ Х^ д.^ 

ВЪ непрерывную дробь 

не трудно определить первыя неполный частныя непрерывной 
дроби 



1 


1 


1 




а2а-1-р2 — 






^ъХ-*-?ъ — • 


• • 



впЖ-*-Рп' 
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въ которую разлагается сумма 



п 






если величины 

Д/ф , Й/^ , Х^у . . . . х^ ^ , 

Уо> У\У У^^ ' • • • Уп — 1' 

въ нее ВХ0ДЯЩ1Я, удовлетворяютъ уравнен1ямъ (4). 

§ 3. Изображая черезъ к ц'Ёлое число, получаемое при д']^- 
ленш / на 2, и останавливая непрерывную дробь 



й.^х-^^1 — 



«2^-*-Р2 — • • . 



на неполномъ частномъ 

мы находимъ для нея такое приближенное выраженхе: 



1 



(1^Х-^^1 — 



аогс-ьро — • . 



точное до 



х^ 



включительно. Съ тою-же степенью точност1ю посл'Ьдняя дробь 
будетъ давать и выраженхе 

X ^ я;« "^ ' • • • "*" д,^ ' 

такъ какъ по вышесказанному оно не разнится съ непрерывною 
дробью 






л^х-^^п 



12 п. ЧББЫШБВЪ, о СУММАХЪ, СОСТАВЛБННЫХЪ ИЗЪ ЗНАЧЕШЙ 



членами выше 



X 



I 9 



гд'1 I равно 2к или 2й -н 1 , смотря по тому Д'Ьлится-ли ^ на 2 
или н-Ётъ. 

Откуда видно, что непрерывная дробь 



а|Ж-»-р1 — 



«2^-+-?2 — • • . 



ч «-«-?*' 



съ к неполными частными, должна давать выражеше 



а 



^1 



X х^ 



• • • • 



91=1 = 1 






я; 



5Р^- 



рт-. . 



точно до членовъ съ 



X 



гк 



включительно; а это предполагаетъ такш равенства: 



(5) 



Если эти равенства им'Ьютъ м-Ьсто, непрерывная дробь 



С1^Х-*'^1 — 



а2«-*-р2 — • • . 



1 



а^ж-ьр^ 



даетъ выражеше 



Сс 



^1 



С1 



X X* 



1—\ 



X 



точно до членовъ 



X 



2к 



простЁЙшихъ одночлЕновъ, умножённыхъ на'функщю. 13 

включительно, каковы бы ни были неполный частныя, сл'Ё- 
дующ1я за 

въ непрерывныхъ дробяхъ, происходящихъ отъ разложен1я этого 
выражен1я и суммы 

п 

^^ X — Х{ 

о 

При I четномъ, по вышесказанному относительно числа А, 
находимъ 

1 1 



ж^Л а^ 



Откуда видно, что при такомъ / непрерывная дробь 



а| ж-+-р1 — 



1 



«2^^-^р2— • . . 



апЛ?н-Рп' 



происходящая отъ разложены суммы 





п 

^^^ X — XI* 
* 


даетъ выражен1е 






X х^ 0^1 


точно до члена съ 






1 




х^ 



включительно, и всхЬдствхе того, по § 2, уравнен1я (4) должны 
удовлетворяться при величинахъ 

*^0> •^1? *^2? • • • • '^п 1' 

Уо^ У\^ У 2^ • • • • Уп 1> 
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заключающихся въ сумм'б 

п 

о * 

§ 4. Переходя къ случаю I нечетнаго, когда 

мы зам-Ьчаемг. что всл'Ьдств1е равенствъ (5) разность непрерыв- 
ныхъ дробей 

1 1 ^ 1 

а, ж-ьЗ, г- д^О т^ 1 



3 



Щ-^.. 



происходящихъ отъ разложен1я Функщй 



Уг ^0 . ^1 . ^2 . . ^-1 



2 У| 
X — ж,- 



— ж,-' X х^ х^ ■ ^/ ' 



X* 



будетъ одинаковой степени съ выраженхемъ 



ж^ 



Откуда видно, что эта разность можетъ быть степени не 
выше — /, какъ это по § 2 должно быть для удовлетворешя 
уравнен1ямъ (4), только въ томъ случае, когда разность 

степени не выше нулевой, и слЬдовательно, когда неполное част- 
ное 2^*"*"^^ содержитъ х въ первой степени, съ коеФФИщентомъ 
равнымъ с^^^_^_^^ Если это им-Ьетъ м4сто и удовлетворяются ра- 
венства (5), разность выражен1Й 

Уг Со ^ с, ^ С^ _^ _^ С1^1 



2 



х — х$^х сс^ х^ ' ' ' ' х^ ^ 

о 
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при I нечетномъ =2А;-#-1, остается степени ниже I — 1, и 
всл-Ьдствхе того, по § 2, удовлетворяются уравнешя (4). 
Такимъ образомъ по разложен1ю выражен1я 

О) _. _^ _. _^ _. _. ^— I 

""^"^ ^1 о • « I • • • • I » 

X 3? 3? а;» 

въ непрерывную дробь 

опред'Ёляются первый неполный частныя непрерывной дроби 

-!^ 1 
а,а;-*-р, гг- 



въ томъ случа'Ь, когда она равняется сумм* 



п 



2' Ух 
I X — ж,- ' 
о 

ГД* 

•^0' "^х? "^г? ' • • • ^п I' 

2^0? У\^ 2^2» • ' • • Уп — 1 

удовлетворяютъ уравнен1ямъ (4). Для того-же чтобы ни одна 
изъ величинъ 

^0' "^и "^З' • • • * "^п— 1 

не была бы мнимою, и вс* величины 

Уо> У\^ У^^ • • • • Уп — 1 

были бы положительный, какъ вид']^ли (§ 2), необходимо и доста- 
точно, чтобы количества 

а^, «2, . . . . а^_1 

были больше нуля. 
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Говоря о р'Ьшен1яхъ уравнен1Й (4), мы предполагали, что въ 
непрерывной дроби 



а^жч-р! — 



а^жч-рг — • . . 



происходящей отъ разложен1я суммы 



п_ 

Уг 



у 



X — ж*' 
о * 

есть неполное частное 

если I число четное = 27<;, и неполное частное 



если I число нечетное = 2Й; н- 1 . Такъ какъ число уравнешй (4) 
есть /, равное 2к или 2А -♦- 1 , а число неизв'Ьстныхъ 

^0» ^1> ^2' * • ' • ^П— 1' 
2^0? У\^ У^Ч ' • * • 2/п— 1 

есть 2п, это всегда будетъ им'Ьть м-Ьсто, если ?, число уравне- 
Н1Й (4), не превосходить 2п, числа неизв'Ьстныхъ, въ нихъ заклю- 
чающихся. Въ противномъ случа-Ь эти уравнен1я будутъ воз- 
можны только при величинахъ 

удовлетворяющихъ н'Ькоторьшъ условхямъ. Чтобы вывести эти 
услов1я и показать особенности, которыя при этомъ представ- 
ляютъ р'Ьшен1я уравнешй (4), мы зам-Ьчаемъ, что по § 2, при 
удовлетворен1И этихъ уравнен1й, непрерывная дробь 



а1а;-*-Р| — 
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происходящая отъ разложен1я суммы 



п 



^ ^ гг. — Л!. ' 



Я/ ~~~ Ц/1 



должна давать выражеше 



9о. 

X 



х^ 



х^ 



точно до 



X* 



С1-г 



• • • • 



X* 



включительно. Это-же, при м < — , возможно только тогда, когда 
посл-Ьднее выражен1е разлагается въ непрерывную дробь 



а^жн-Р! 



1 



а2Ж-+-р2 — 



1 



«пЛ^-*-Рп-^(пн=1)_. 



гд'Ь 5^""^^^ степени выше I — 2п, Въ этомъ и заключается услов1е 
возможности уравнен1Й (4) при / > 2п. Такъ какъ при этомъ 
вполн'Ь определяются и число п и всЬ неполный частныя 

непрерывной дроби, въ которую разлагается сумма 



п 



2 



Уг 



— /г»' 



X — X, 



О 



уравнешя (4) будутъ им'Ьть одно р-Ьшенхе. 

Во всякомъ другомъ случае эти уравненхя, если он'Ь только 
возможны, будутъ им-Ьть безконечное множество р'Ьшен1Й, отли- 
чающихся между собою и числомъ неизв-Ьстныхъ 

Х^, Д/^, ^2, . . . . Л?^__р 



Уоу Уху У2 



> • 



Уп-1 
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И пред1Ьлами, въ которыхъ заключаются величины 
§ 5. Предполагая величины 

X^^ Х^у Жд, . . . . Х^ ^ 

расположенными въ возрастающемъ порядк'Ь, мы тенерь пока- 
жемъ, какъ найдутся т* изъ р'Ьшен1Й уравнешй (4), въ кото- 
рыхъ x^ им'Ьетъ самую большую величину или х^_^ самую 
малую. 

Изображая черезъ 

П0ДХ0ДЯ1Ц1Я дроби, которыя получавмъ, останавливая ненрерыв- 
ную дробь 

1 

1 



а!^-!-?! — 



аожн-рг — •.. 1 



<^п^-^^п — • . . 



на 1-мъ, 2-мъ, .... п-мъ, .... неполномъ частномъ, мы бу- 
демъ им'Ьть 



«гж-нрг--.. 1 



а^ж-нр^' 



Всл'Ьдств1е ЭТОГО при р'Ьшенш уравненш (4) съ 2п неиз- 

В'ЁСТНЫМИ 

x^у х^^ х^у . , . . х^ ^, 

^0? Ух^ У21 * * ' * Уп — 1' 

по § 2, будетъ удовлетворяться равенство 

(6) у^^ = 1^. 

о 
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Откуда видно, что въ этомъ р'Ьшёнш неизвЬстныя 
равняются корнямъ уравнен1я 

*„(«') = о, 

всл'Ьдств1е чего низшш корень этого уравнен1я даетъ величину х^^ 
а ВЫСШ1Й х^_^ . Для опред-Ьленхя услов1Й, при которыхъ х^ дости- 
гаетъ самой большой величины или ж . самой малой, мы зам'Ь- 
чаемъ, что по свойству подходящихъ дробей Функщи 

Ф1(^), Ы^), • • • • Ф„(Ж), '\>тЧ-1(^)' • • • • » 

ВЪ разсматриваемомъ нами случае, опред']^ляются равенствами 



гд* по § 2 

(8) : ;а,>0, а2>0, «^ > О, а^н-х > 0. 

По первому изъ этихъ равенствъ видно, что уравненхе 



им-Ьетъ одно р'1шен1е: 



Х = -^^ 



«1 



Внося эту величину во второе равенство и замечая, что 



получаемъ 



ф.(-1:)=о, 
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Полагая-же въ немъ посл-Ьдовательно 

х = — оо, а; = -ноо, 

и замечая по (8), что 

а1>0, а2>0, 
находимъ 

По этимъ величинамъ Функдхи фзС^) °Р^ 

х= — оо, ж = — -^-^, ж = н- оо 

' «1 ' 

видно, что а; = ^ , удовлетворяющ1Й уравнешю 

1 

■ 

заключается между нисшимъ корнемъ уравненхя 

и высшимъ. 

Чтобы распространить это на всЬ уравненхя, составленный 
ИЗЪ двухъ какихъ либо Функщй, сл^Ьдующихъ одна за другою 
въ ряду 

МЫ докажемъ теперь, что всЬ корни уравненхя 

должны заключаться между низшимъ корнемъ уравнешя 

И высшимъ, если то-же им1Ьетъ м'Ьсто относительно корней 
уравненш 
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Въ самомъ д^Ьл^^. Изображая черезъ }^^ низшш корень 
уравнен1я 

а черезъ Л высшш, и полагая доказаннымъ , что всЬ корни 
уравнен1я 

заключаются между низшимъ корнемъ уравненхя 

и высшимъ, мы зам'Ьчаемъ, что уравнен1е 

не должно им'Ьть корней ни между х= — оо, а;=й^, ни между 
х = '+' оо, ж = А, а потому величины 

должны ИМЕТЬ одинак1е знаки съ 

Ф^_,(— оо), ф^_,(оо). 

Всл'Ьдствхе этого по уравнешю (7), полагая въ немъ посл'Ь- 



^ довательно 



00 — Лл^ 00 — — г1^ 



И зам'Ьчая по опред'Ьленш величинъ Л^, А, что 

находинъ для 

величины, ии'Ёющ1я противные знаки съ величинами 
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■ 

Такъ какъ эти величины по (6), (7), (8) им-Ьють одинак1е 
знаки съ величинами 

заключаешь, что въ сд'Ёланномъ нами предположен1И Функц1я 
Фщ-ы (^) м'Ьняетъ свой знакъ и между х = — оо, а; = йд и 
между х = Ь^ х= оо; а потому уравнен1е 

им'Ьетъ корень меньше \^ низшаго . корня уравнешя 

и корень, превосходящш А, высшш корень посл'Ьдняго. Откуда 
видно, что всЬ корни уравнен1я 

содержатся между низшимъ корнемъ уравнен1я 

И высшимъ, если то-же им'Ьетъ м'Ьсто относительно корней 
уравнешй 

На основаши этого, переходя посл'Ьдовательно отъ уравнешй 



къ уравненшмъ 



^^{х) = 0, Фз(^) = 0, 



мы убеждаемся, что вообще съ увеличенхемъ значка V въ раз- 
сматриваемыхъ нами уравнен1яхъ, низшей корень уравнен1я 

уменьшается, а высш1Й возрастаетъ. 
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$ 6. По этому свойству уравнен1я 

не трудно показать услов1е, нри которомъ, р'Ьшая уравнен1я (4), 
получаемъ для х^_^ самую малую величину или для х^ самую 
большую. 

Мы вид'Ьли (§ 3), что при р'Ьшеп1и уравнен1Й (4) необходимо 
различать два случая: случай I четнаго и случай I нечетнаго. 

Въ случа'Ь / четнаго, полагая 

мы показали, что всЬ искомыя р'6шен1я уравнен1Й (4) опреде- 
ляются равенствомъ 

(9) У_1?1_ = _Ц. 1 



гд'Ь первыя к неполный частныя 

одинаковы съ тЬми, который получаются при разложен1и выра- 
жешя 



X Х^ Х^ • • . • ^1 

въ непрерывную дробь 

1 

1 



а1а-+-Р1 — 



а2а;-ь(^2 — 



Чя:-*'?к' 



число-же остальныхъ пеполныхъ частныхъ и величина ихъ оста- 
ются произвольны; необходимо только, по сказанному въ § 2, 
чтобы всЬ неполный частныя были линейныя Функщи перем'Ьп- 
ной X съ положительными коеФФиц1ентами при х. 
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Изъ этого видно, что въ разсмагриваемомъ нами случа'Ь 
число п не можетъ быть меньше к, 

Такъ какъ по § 3 величина x^ есть низш1Й корень уравненхя 

Фп(^) = О, 

а ос^__^ высшш, и по доказанному сейчасъ при увеличеши п 
первый уменьшается, а посл-Ьднхй возрастаетъ, р'Ьшеше уравне- 
нш (4), въ которомъ x^ им'Ьетъ самую большую величину и л;^__^ 
самую малую, получится при самой малой величине п, равной, 
какъ вид'Ьли, к. Всл'Ьдствхе этого, изображая черезъ 

НИЗШ1Й корень уравнен1я 

а черезъ 

И 

ВЫСШ1Й, ВЪ разсматриваемыуъ нами р'Ьшеп1яхъ уравнешй (4), 
каково-бы ни было число п, будемъ им-Ьть 

Переходя къ случаю I нечетнаго, мы зам-Ьчаемъ по § 3, что 
при ? = 2Х; -I- 1 непрерывная дробь, служащая для опред'Ьлешя 
р4шен1Й уравнешй (4), не можетъ быть остановлена на неполномъ 
частномъ 

всл'Ьдств1е чего по вышепоказанному относительно опред'Ьлешя 
величинъ 

и изм'Ьнен1я пред^льныхъ корней уравнен1я 
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при увеличен1и п, въ разсматриваемомъ случя'Ь, гд'Ь п > к, бу- 
дутъ им'Ьть м'Ьсто неравенства 

Кром'Ь того нетрудно показать, что при ? = 2А; -§- 1 вели- 
чины x^ , х^_^ будутъ удовлетворять такому неравенству : 

Для этого мы зам'Ьчаемъ, что по § 5, при 

п>А;-ь 1, 
ни уравнен1е 

ни уравнен1е 

^,{х) = 

не будутъ им'Ьть корней выходящихъ за пред'Ьлы корней урав- 
нен1я 

Такъ какъ низшш корень этого уравнешя есть х^, а высшш 
^п— 1' УР^внвн1я 

не будутъ им'Ьть корней йи между х= — с», а;=л;о, ни между 
X = ж^_р л; = оо; а потому дробь 

ФА-4-1 Н 

Фа И 
при 

будетъ им'Ьть т'Ь-же знаки какъ при 

х=: — ОО, а; = оо. 
По Формуламъ-же (7), (8), полагая въ нихъ 

ш = к^ х= — оо, х = •+- оо, 
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МЫ находимъ, что эта дробь при х= — оо нмЬетъ величину • 
отрицательную, а при х = оо положительную; всл'Ьдств1е чего 
заключаемъ 

Фа ад = ' Фа(л?п-1) = 
Внося сюда величины 

получаемый изъ (7) въ предположен1и 

выводимъ неравенства 

-у /г •-« Ф а— I М ^ А 

«Л-ы^о »-Ра-ы ФА(аго) = ^' 

я. г _. й Ф А— I (Д^П— 1) > л. 

откуда, по вычитан1и посл'Ьдняго неравенства изъ перваго, и 
по разд'Ьлеши на х^_^ — ж^, получается вышенаписанное нера- 
венство, которое будетъ им'Ьть м'Ьсто при /= 2)кн- 1, какъ бы 
велико ни было число п въ разсматриваемомъ р'Ьшети уравне- 
нш (4). 

§ 7. До сихъ поръ мы говорили о суммахъ 

п п п п 

2^<°^<' 2*«^«' 2^''^<' — ^^1~'Уо 

о 

ограничиваясь частнымъ случаемъ, когда всЬ величины 

Уо? Угу ^2? • * • • Уп—\ 

превосходятъ нуль. Переходя къ случаю бол'Ье общему, когда 
между этими величинами встр-Ьчаются нули, мы предположимъ, 
что рядъ величинъ 

Уоу У\У У2 9 • • • • Уп 1' 
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заключающихся въ суммахъ, который мы разсматривали, полу- 
чается изъ ряда квадратовъ д'Ёйствительныхъ величинъ 

чрезъ исключенхе въ немъ членовъ равныхъ нулю. Полагая при 
этомъ, что 

(11).. лЛо = Уо, ^(\=У1У А = ^2. • • • • «'\_г = «/п-1 

и ЧТО 

^09 ^1? ^2? .... ^р ^ 

есть возрастающш рядъ д^&йствительныхъ величинъ, гд-Ь 

(12) . . . г^^ = Х^у ^д^^^Х^^ ^52 = ^2? • • • ' ^в^_1=^п— 1' 

мы зам'Ьчаемъ, что суммы 

р р р р 



приводятся къ такимъ: 



п п п п 

2^»"^<' 2'^'^'' 2'^''^«-'- • • • 2^*'~'^«' 



о 



и всл'Ьдствхе того уравнен1я (4) даютъ 

р р р 



р 



Откуда видно, что доказанное нами въ предыдущихъ §§ отно- 
сительно уравнешй (4) можетъ послужить намъ при разсмотр'Ьти 
уравненш (13), гд'б 

*^о? ^^1? Щу .... и ^ 
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как1я нибудь дМствительныя величины, равныя или неравныя 
нулю, а 

^0 9 ^1> ^2 9 • • • • ^р 1 

есть рядъ возрастающихъ величинъ. 

Изображая черезъ к ц'Ьлое число, заключающееся въ -^^ 
черезъ 



91 Н Фг (х) 


фаН 


• • • • 


I выражен1я 






^0 1 ^1 1 ^2 

X я^ х^ 


-Н -4^ 





получаемый разложен1емъ его въ непрерывную дробь 



а^ а-*-р1 



Н^-+'?2 



черезъ М^ низшш корень уравненхя 

а черезъ Ж высшш, мы доказали, что уравнен1я (4) могутъ 
удовлетворяться только въ томъ случае, когда 

(14) ^о<Д); \^1>^' 

Такъ какъ сумма 

р 
%■ и? = и^ н- гс^., . ^ -§- и^ ч- . . . .ч-и^ 



д-*-1 д'4-2 д-^г р — 1 



при 



2 < ^П-1 



содержитъ членъ 



гЗ 

»П— 1 



^*«п_.1 > 



а сумма 
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I 

при 
чденъ 

"о ' 

и эти члены по (11) равняются величинамъ «/„^р %, превосхо- 
дящимъ по положен1ю нуль, суммы 

могутъ привестись къ нулю только въ случа'В^ 

ЧТО предполагаетъ 
такъ какъ величины 

идутъ въ возрастающемъ порядке. Зам'Ьняя въ посл'Ьднихъ Фор- 
мулахъ по (12) 

черезъ 

мы приводимъ ихъ къ такимъ: 

которыя по (14) даютъ 

Откуда видно, что суммы 

2 ^'' 2 ^'<^ 

д-«-1 О 

превосходить нуль, если 
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И всл'Ьдствхе того, по равенствамъ 

^ и?= ^ и? — ^ и/, 

О О 5[-1-1 

^1 о о 

при такихъ величинахъ 
суммы 

^-^-\ р 

о 91 

не могутъ достигать своего пред'бла 

о 

Мы теперь займемся опред'Ьлешемъ высшаго пред-Ьла суммъ 

3-Н1 р 



2'^-'^ 2"»^' 



^1 

когда он'Ь остаются меньше суммы 



2^'. 



Пред'Ьлы эти будутъ бол'Ье или мен'Ье разниться отъ послед- 
ней суммы, смотря по величин'Ь 

членовъ ряда 

^0> ^1? ^2> • • • • ^р 1? 

соотв'Ьтствующихъ членамъ 
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ряда 



''о » 'Ч > *^2 5 • • • • *^ « 1 ' 



которые вм'ЬсгЬ съ 



<У '^р-1 



представляютъ пред-Ьльные члены въ разсматриваемыхъ нами 
суммахъ. 

Величину членовъ 

мы будемъ изображать черезъ 

V, IV, 

полагая 

(15) ^а = ^] 4^ = ^^, 

вм^сгЬ съ гЬмъ положимъ, что 

(15)^^« ^о = «, ^1 = ^' 

гд'Ь а, Ъ данныя величины. Для возможности уравненш (4) и (12) 
въ сд'Ьланныхъ нами предположенхяхъ по (14) величины а, Ь, 
какъ пред-Ьлы, между которыми заключаются величины 

•^0' *^1? "^2? • • • ' *^п 1' 

должны удовлетворять неравенства мъ 
величины-же V^ го по (15), заключаясь въ ряд}^ 

^ач ^17 ^2' • • • • ^р 1» 

не должны выходить за пред'Ьлы ^^ = а, ;^ = Ъ, 
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$ 8, Чтобы найти ВЫСШ1Й пред'Ьлъ суммы 



Е",— 



и^ н- и^ -4- г^з^ -#- . . . -^и^ 



въ сд'Ьланныхъ нами предположен1Яхъ, мы будемъ искать между 
всЬми системами величинъ 

^0? ^1' ^^2» • • • • ^'р— 1' 
^0 ' ^15 ^2 ? • • • • ^р 1 > 

удовлетворяющихъ уравненхямъ (13) и услов1ямъ 
ту, въ которой сумма 



д-1~1 



> и? = и^ -^п^-+- п.? 



-4-7У 2 



О 



достигаетъ самой большой величины. При этомъ мы не будемъ 
д'Ьлать никакихъ частныхъ предооложенш относительно чиселъ 
^р, д; числа эти, какъ мы увидимъ, вполнЬ опред-бляются. при 
отыскиваши тахгшиш суммы 



1л1п '+"• '1С-, ~+~ 2(п ~^" .... Н" ^ ^ , 

если только въ ряду 

щ^ к, <, • • • • ^^^р-1 

вс*]^ члены 

2 2 2 

^1 ? '^'2? • • • • ^"р_2 

отличны отъ нуля, .услов1е, которое можетъ быть всегда выпол- 
нено при составлен1и ряда 

по сказанному въ § 7, и которымъ устраняется возможность уве- 
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личивать безпред'Ьлыю числа р, ^ черезъ прибавленхе въ этомъ 
ряду членовъ равныхъ нулю. 

Прилагая къ опред'1^лешю наибольшей величины суммы 



^ч-1 



2».'= 



< -+- «*1^ ■+■ К 



« • • • 



п. 



въ сд'1ланныхъ нами предположенхяхъ общеизв'1^стный нрхемъ 
отыскан]я тахгптт геЫг^ и зам'Ьчая, что неизв-Ьстныя 



**0> ^1> ^3? • • • • ^'^? ^^^-+-1> 



. . . . м 



р-1 



^1) ^а> 



И данныя 



^д— 1» ^дЧ-1> • • • • ^р_1 



^0) ^1> ^2> ' • • • ^/ 1> 

связаны 2 уравнешями (13), мы, при помощи I вспомогательныхъ 
величинъ 

^0? ^1? ^2? • • • • ^/ 1> 



И полагая для сокращенш 



д-ы 



р 



р 



2^ = Х, 2^/^=^о, 2^*•^•^ = ^^' 



(16)... < 



о 

р 



^^,'и,^ = 8„ .... 2^/"' «/ = ^Vи 



получаемъ для опред1^лен1я величинъ 



и^^ и^у , , , . и^^ '^^^^у 



и 



р-Р 



^1? ^2 > • • • • ^о— 1 ' ^(7-4-1 ? • • • • ^р_2 ' 
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доставляющихъ искомый тахгтит^ так1я уравнен1я: 

-^^ _?^-*-\ _^^-4-\ -_^^-*- -а^\ а^/_1 ^^ — о 



Одмр_1 1д«р_1 ^дир_^1 "" 1—1дир_1 ^^—1 ' 









г 



N _д5^ . N _д5^ . N _д^ . ^1 ^^/-1 аз: _^. 

''0д^р_2 1^#р_,"*"''2а^р^2 ••• '-^а^р-2 а^р-2~ ' 

ПО равенствамъ-же (16) находимъ 

^ = 7)^.^-4.2, при Т1= О, 1, 2, г — 1, 

. (1, 2, 3, д-1, 

|</-н1,д'-»-2,....^ — 2, 
^=2^^^м^, при п = 0, 1, 2,....г— 1, 

г==0, 1, 2, р—1, 

-^ = 2м,., при « = 0, 1, 2, 3, 

-^ = 0, при г = 2-н1, а-*- 2, Р—1, 

^^- = 0, при г=1, 2,....?— 1, 2ч-1,дн-2,....^)— 2, 
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а потому эти уравнен1я приводятся къ с;г6дую1цимъ: 

при 

г = 0, 1, 2,. . . . д, 

при 

г = д-*-1, д-^2,. . . . р — 1, 

и наконецъ 

{1.\-^2\0^ч- -«-(?— 1) Х^__^ ;8г/-^) «^/ = О, 

при 

г=1, 2,....д — 1, г-+-1, дч- 2^. . . . р — 2, 



что короче можно представить такъ: 

2 [в (13^ — 1)«^^ = 0, при г = 0, 1, 2,....д, 
2 ^(;8г^) «^^. =0, При г ==3^-1- 1, д-1-2,. . . .^? — 1, 
0\^^) и? = О, при г== 1, 2,. . . . д' — 1, д'-*-!, |? — 2, 

гд'Ь черезъ в (^) обозначена ц-Ьлая Функщя, им'Ьющая такую ве- 
личину: 



Полагая согласно вышесказанному, что ни одна изъ ве- 
личинъ 

не равна нулю, мы изъ этихъ уравнен1й по сокрап:;ен1и на 2н. 
и и? получаемъ 

О (-8?^.) — 1=0, при ^ = 1 , 2, .... д, 

в {2^ = О, при г = 2-*-1, 2-1-2, . . . .^р — 2, 



^'(^^.) = 0, при г= 1, 2,. . . .д' — 1, д'-н1,. . . р — 2. 

3* 
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Въ случа-Ь-же 

* = .. 

или 

г=р—1, 

когда и^ можетъ оказаться равнымъ нулю, эти уравнен1я даютъ 

Откуда выходить 

б'С^о)— 1 = 0, 
если 

и^ не = О, 

если 

Ч,-_1 не = 0. 

■ 

§ 9. На основанш выведенныхъ нами равенствъ можно по- 
казать зависимость низшаго предала числа корней уравненхя 

в\г) = ^ 

отъ числа 2?, что даетъ возможность найти высш1й пред'Ьлъ этого 
числа. 

Для этого мы зам'Ьчаемъ, что по § 8 уравнен1я 

^(^)— 1=0, б>(йг)=0, 

кром'Ь корней равныхъ 

^1> ^2> • • • • ^^'^ 

могутъ им'Ьть также корни равные 
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Чтобы обнять всЬ возможные случаи мы будемъ обозначать 
черезъ а число 1 .или О, смотря потому им'Ьетъ-ли уравненхе 

^(^)— 1 = 

корень равный ^^ или н'Ьтъ, а черезъ а^ единицу или нуль, смотря 
потому удовлетворяетъ-ли уравнен! ю 

величина в = ^ или н'Ьтъ. При помощи величинъ а, а^ число 
различныхъ корней уравнен1я 

^(^)— 1=0, 
заключающихся въ ряду 

^0» ^19 ^2» • • • • ^^5 

представится суммою 

2 -4- а, 

а число различныхъ корней уравнен1я 

^(^) = 0, 
заключающихся въ ряду 

суммою 

(2> — 2— 2)-*-с7,. 

Зам'Ьчая, что производная 

должна обращаться въ нуль между двумя последовательными 
корнями того и другаго уравнен1я, мы заключаемъ, что въ про- 
межуткахъ между двумя членами рядовъ 



^0> ^1> ^2» • • • • ^ 



9' 



^9-ы> ^^-Ь2>' • • • %—гУ ^р— 1 



38 л. ЧЕБЫШЕВЪ, О СУМЫАХЪ, СОСХДВЛЕНПЫХЪ ИЗЪ ЗНАЧЕШЙ 

будетъ не мен'Ье 
различныхъ корней уравнен1я 

Такъ какъ этому уравнен1ю по § 8 удовлетворяютъ еще 2? — 3 
величинъ 

то оно должно им'Ьть не иеи^е 

р -#- а -ь (7^ — 4 -%-р — 3 = 22)-*-а-на| — 7 

различныхъ корней, и сл'Ьдовательно степень его не можетъ быть 
меньше этого числа, что по (17) предполагаетъ 

I — 2 > 2^р -ч- а ч- (7^ — 7; 
откуда выходитъ 

(18) 2р"^1 — (1 — <1^ч- 5, 

гд'Ь по нашему знакоположен1ю р есть число величинъ 

^0> ^1> ^2» • • • • ^р I? 

при которыхъ получается искомый тахгтит суммы 









2 ""^^ 










а числа а. 


^1 


равняются 1 


или 0, 


смотря 


потому 


удовлетво 


ряетъ-ли 






8 — 2^ 








уравнен1ю 




0{ 


,)-\ 


0, 






а 






^ — ^-х 
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уравнетю 

или н'Ьтъ. Такъ какъ по § 8 равенство 

^Ю— 1=0 
можетъ не им'Ьть м'Ьста только въ случа-Ь 



а равенство 



въ случае 



то равенство 



предполагаетъ 



а равенство 



пред[юлагаетъ 



^-1 = О, 
(1=0 

г«о = 0, 

(11 = 



^-1 = О- 



По Формул'Ь (18), изображая знакомъ ^В ц-Ьлую часть дроби, 
находимъ 

Р<^ 2-^ . 

Этою Формулою определяется высш1Й пред-Ьлъ ^?, числа не- 
изв-Ьстныхъ 

^0> ^1? ^2> • • • • ^р_1' 

Такъ какъ случай ^) большаго обнимаетъ всЬ случаи ^ мёнь- 
шаго, мы будемъ предполагать, что число ^? им^отъ возможно 
большую величину, для опред'§лен1я которой по этой Формул'Ь 
им^емъ 

(19) ^ = ^^1:^11^:1:5^ 



40 п. ЧЕБЫШЕВЪ, О СУММАХЪ, СОСТаВЛЕННЫХЪ ИЗЪ ЗНАЧЕН1Й 

§ 10. Останавливаясь на случа'Ь I четнаго и полагая 
по (19) находймъ 

(20) ^^д 2»:-,-о,-^5 ^ 

гд*, какъ вид'Ьли, числа с, а^ могутъ им'Ьть такхя величины: О, 1 . 

Предполагая 

а = 0, ог1=0, 

мы по этой Формул'Ь получаемъ 

по сказанному-же въ § 9 о равенствахъ 

а = 0, ^1 = 0, 

заключаемъ, что въ разсматриваемомъ случа'Ь величины и^^ и 
равняются нулю, и, всл'Ьдствхе того, число величинъ въ ряду 

^0? ^П %} * - ' -^р— 2' %— 1> 

отличныхъ отъ нуля, есть 

р — 2 = Л; 

а потому уравнешя (13), по исключеши въ нихъ членовъ съ мно- 
жителями г«о, «*р_1, равными нулю, и по зам'Ьн'Ь 

^ 1 9 2 ) • * • * ^Ь 9 ' 

^1 ) ^2 ? • • • • ^А 

черезъ 

2/о? У1?' • • • %— 1' 

приведу тся къ уравнешямъ (4) съ числомъ п=Л. При такомъ-же 
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чтл'Ъ п по § 5 эти уравнешя им-Ьютъ только одно р-Ьшенхе, въ 
которомъ 

удовлетворяютъ уравнен1ю 

Зам'Ьчая, по (15), что 
есть одна изъ величинъ 

МЫ заключаемъ, что разсматриваемое нами предположенхе 

(7 = 0, а1 = 

можетъ им*ть м'Ьсто только въ томъ случа'Ь, когда данная вели- 
чина V равняется какому либо изъ корней 

ф,(ж) = 0. 

Въ противномъ случа'Ь мы должны искать р4шен1е нашей 
задачи, д'Ьлая друг1я предположен1я относительно чиселъ а, а^. 
Полагая 

(7=1, (71=1, 

мы по (20) находимъ 

Откуда видно, что въ этомъ предположеши уравнен1я (13) 
будутъ заключать 2 (& -*- 1 ) неизв'Ьстныхъ 

^0? ^1? • • • • ^Л» 
^0 » ^1 > • • • • "^Л ' 

всл'6дств1е чего эти уравненхя, по зам'бн'Ь въ нихъ 

^0» ^1> • • • • ^^^> 

^Ьл , Ы-ш , • • • • ^^ 
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черезъ у 

приведутся къ уравнен1ямъ (4) съ числомъ п = Л -ь 1 . Р'бшая 
эти уравнен1Я по сказанному въ § 5, мы находимъ, что 

^0 = ^0) ^1=^1)' • • • -^у =^^^?« • • • '^А = ^Л 

должны удовлетворять уравненхю 
а такъ какъ по (15) и (15)^^^ 

это предполагаетъ равенства 

Чтобы показать къ чему приводятся эти равенства, мы вно- 
симъ въ нихъ выражен1е Функц1И ф^^^ (х) черезъ Функщи ф^ (ж), 
Фа_1 (^)> которое получается изъ (7) при т=к. Такимъ образомъ 
находимъ три уравненхя 

(21) К^1«-^Ра^|)Фа(«)-Фа-1(«) = 0, 

(22). («А^,^-*-р,_^^)ф,(г;)-ф,_Дг;) = 0, 

(23) («^м-!*-*- р,^^ф,(Ь)-ф,_Д6) = 0. 

Изъ уравнен1Я (22) выходитъ 

(24) Р*-.. = ^-«*^^^- 

Внося эту величину р^_^^ въ уравнен1я (21) и (23) и р'бшая 
ихъ относительно а^^^р мы получаемъ так1я дв'Ь Формулы для 
опред'Ьленхя этого коеФФИцхента: 

^ ^ '^к^^ — а^V^ ФаИ ФлИ ^' 

(о({\ п. — ^ [Ч=1М +*=±М"1 
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Откуда видно, что разсматриваемое предположен1е 

(7=1, а1=1 

не може тъ им-Ьть м'Ьста, если дв'Ь величины для а^^^ , получаемыя 
изъ этихъ уравнен1й, различны между собою. 

§ 11. Переходя нъ предположенш 

(7 = О, (7^= 1, 

МЫ по (20) находимъ 

т 

ПО равенству-же 

(7 = 

заключаемъ (§ 9), что 
Откуда видно, что при 

(7 = 0, ^1=1 



число величинъ 



^0> ^1> • • • • ^р— 15 



отличныхъ отъ нуля, будегь равняться Лн- 1; всл'Ьдств1е чего 
уравнен1я (13), по исключеши въ немъ члена съ множите- 
лемъ и^^^ равнымъ нулю, будутъ заключать только 2 (А;-*- 1) не- 
изв-Ьстныхъ 



Полагая же 



^1 ? ^2 > • • • • ^ А-Ы 



^1 ^0? ^2 ^1 ? • • • • ^п ^о— I ) • • • • ^к^х ^к^ 



Я Я- 

Я ^я- 



К=У^, Щ^=Уху .... ^=^а-1' • • • • ^\-*-1=УкУ 



мы эти уравнешя приводимъ къ системе уравнен1Й (4), въ кото- 
рыхъ п = й;-4- 1, и всл'Ьдствхе того, по § 5, величины 

суть корни уравнешя 
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Такъ какъ ПО (15) И (15)Ь18 

этому уравнешю должны удовлетворять величины 
что предполагаетъ равенства 

Внося сюда выражен1е Функцш ^/^^^(х) черезъ ф^^(ж), ф^^Дл;), 
которое получаемъ изъ (7) при т = к, находимъ уравнен1я, оди- 
нак1я съ (22), (23), и которыя, какъ вид'Ьли, для опред'Ьлешя не- 
изв'Ьстныхъ постоянныхъ 

заключающихся въ Функд1И ф^^^ (ж), даютъ так1я Формулы: 

а — 1 Г Ф*-1(Ь) ФА-1 (<^Л 

«л-ы— ь-уЬ фл(Ь) ' Флм ^• 

По сказанному въ § 5 и § 7 величина а^_^^^ должна превосхо- 
дить нуль и ни одна изъ величинъ 

не можетъ быть меньше а. Первое предполагаетъ, что выше- 
найденная Формула даетъ 

второе-же, что уравнеше 

котораго корни равняются 

не им'Ьетъ корней между х = — оо т х = а. 
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Не трудно показать, что при выполнен1и перваго 5'слов1я 
посл'Ьднее можетъ им'Ьть м'Ьсто только въ случа'Ь 

ФаИ ^^* 

Чтобы показать это мы зам'Ьчаемъ, что по (7), въ случае 

дробь 

Фа и 

им'Ьетъ величину отрицательную при ж== — оо; знакъ-же ея 
между Л5 = — оо, я; = а не можетъ изм^Ьниться, если уравненхе 

не им'Ьетъ корня меньше а, такъ какъ при этомъ по § 5 урав- 
нен1е 

также не будетъ им'Ьть корня меньше а. 

Изъ этого видно, что разсматриваемое нами предположенхе 
относительно чиселъ о-, а^ можетъ им'Ьть м'Ьсто только при вы- 
полненш УСЛ0В1Я 

Фа И ^ 

Внеся сюда по (7) выражеше Функц1И ф^^_^ До?) черезъ ф^ (ж), 
Фл_-1(^) и по (24) величину постоянной ^^^.^р находимъ, что это 
неравенство приводится къ сл'Ьдующему: 

Такъ какъ V содержится между а и Ъ'^ а, разность а — V 
им'Ьетъ величину отрицательную, а потому изъ посл-Ьдинго нера- 
венства по разд'Ьлен1и на а — V выходитъ 



^ у^ 1 Г Фа— I И Фа^1 Ш 

*-ы^а-!>1 Фа (а) Фа(«^) ^' 
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Зам'Ьчая, что зд-Ьсь вторая часть им^етъ ту-же величину, 
какъ и въ уравнен1и (25), мы заключаемъ, что предположеше 

(т = О, а^ = 1 

можетъ согласоваться съ требован1ями нашей задачи тогда 

только, когда Формула (26) даетъ для а^^^^ величину не меньше 

той, которая получается по Формул-Ь (25). 

Разсматривая такимъ-же образомъ рЬшенхе нашей задачи 

въ прелположен1И 

(7=1, а^ = О, 
когда по § 9 

мы приводимъ уравнен1я (13) къ уравнен1ямъ (4), полагая 

<=2/0. < = 2/п %^=Уд^ • • • • ^\^1=Ук-^1* 

Откуда, повторяя то, что мы д'Ьлали при разсмотр'Ьн1и случая 

(7== О, (Т1= 1, 

мы выводимъ, что постоянная а^^^ должна определяться уравне- 
н1емъ (25) и что она должна быть не меньше той, которая по- 
лучается ИЗЪ Формулы (26). 

Откуда видно, что изъ двухъ предположен1Й 

(7 = 0, (71=1, 

а= 1, (7=0, 

можетъ удовлетворять требован1ямъ нашей задачи первое или 
второе, смотря по тому, которое изъ уравнен1Й (25), (26) даетъ 
большую величину для (зс^^_^^. Въ частномъ случае, когда эти 
уравнен1я для а^_^^ даютъ одну и ту-же величину, Формулы, опре- 
д'Ьляюш.1я Функщю 
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приводятся къ Имъ, который мы нашли, полагая 

(7=1, (7^ = 1 . 

Что касается до предположен1я 

а = О, 0-^ = 0, 
оно, какъ вид'Ьли, возможно только при равенств-Ь 

ф,(г;)=0; 
при такомъ-же равенств* оба уравнен1я (25), (26) даютъ 

всл'Ьдствхе чего непрерывная дробь 

1 

1 



(1^Х-*-^1 — 



*2*"*"Р2 — • • . 1 



ак^^хч-^/с^^ 



приводится КЪ дроби 



а| ж-нр! — 



а^жч-Рз — • . . 



Ч^-^Рк^ 



которая по вышесказанному служитъ для р'Ьшен1я нашей задачи 

въ предположен1и 

(т = О, 0-^ = 0. 

§11, Изъ показаннаго нами объ опред'Ьленш величинъ 

доставляющихъ искомый тахгтит суммы 

при I четномъ = 2А;, видно, что, не смотря на возможность раз- 
личныхъ предположенш относительно чиселъ о-, ст^ , не можегь быть 
двухъ различныхъ системъ величинъ 
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удовлетворяющихъ требован1ЯМъ нашей задачи. Зам'бчая-же по 
составу суммы 

что въ сд'Ьланныхъ нами предположен1яхъ она должна им'Ьть 
шахшиШу мы заключаемъ, что онъ получится при значензяхъ 

опред1^ляемыхъ выведенными нами Формулами. 
По этймъ Формуламъ, какъ видели, величины 

получаются при помощи непрерывной дроби 



а^х-^^1 — 



а^ж-ь-Рг — • . . 



ГД* 

*17 Рп <^2? ^2' • • • • ^*? Рл 

опред'Ьляются разложен1емъ выражен1я 



въ непрерывную дробь 



а^ж-^Р! — 



а^жн-рг — • . , 



очь ж-^-р^Ь — . . ^ . 



? 



коеФФИщентъ а^_^^ равняется наибольшей изъ двухъ величинъ 

1 Г Н—1 («) Ф^к— 1№ 

_1_ ГФЬ^1]Ь) _ ФЛ::^!^"] 
Ь-^^и Фл(Ь) ФаС*') ^' 

а постоянное ^^_^^ опред'Ьляется равенствомъ 

РА-Ы ф^ь(^) °^Л-4-1 ^- 
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Изображая черезъ 
простую дробь, къ которой приводится непрерывная дробь 



1 



1 * аоа-+-ро - 



Ч ^-^?к — 



И черезъ 

о ? 1 ? • • • • ««^^^ 

корни уравнен1я 

расположенные въ возрастающемъ порядке, мы по § 1 1 будвхмъ 

ИЛГЬТЬ ИЛИ 

^^ = а, ^^ = д?^, . . . . ^^ == ж^^р . . . . ^^ = л;^___р -гг^_^^^ = ж^, 
вм'ЬсгЬ съ равенствомъ 

или 



вм'Ьст'Ь СЪ равенствомъ 



Ч-^у = 0. 



По сказанному-же относительно величинъ 

^0 > ^1 , . . . • ^ р_1 9 

видно, что въ первомъ случа* получится 

а во второмъ 

< = Уо^ < = У1ч- • • '^^=Уцч ^к=Ук^ «'^1 = 0. 

4 
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Зам'Ёчая, что по нашему знакоположен1ю 

X = г*о^ -ь г1,^ -н . . . • н- г*^ 
и по (15) 

2, = V, 



Я 

МЫ на основанш этого находимъ, что въ первомъ случа'Ё будутъ 
им'Ьть м']^сто равенства 

а во второмъ равенства 

Полагая-же въ первомъ случа-Ь 

2—1 = (Л, 
а во второиъ 

2 = 1*, 
МЫ въ обоихъ случаяхъ будемъ им-Ьть 

(27) Х = Уо -4-2/1 -н -^У^^^ Ху, = у. 

Для опредй1ен1я величинъ 

Уо» У\^' - * * У\^^ 

сюда входящихъ, мы зам'Ёчаемъ, что по § 5 при п = А;-4-1 
им'Ёемъ 

^^ X — XI 



У% 9к-^\ (а?) 



откуда выходить 

Опред'Ьляя по этой Формул-Ь величины 

Уа^ У\1 • ' ' * У^ 



ПРОСТФЙШИХЪ ОДНОЧЛБНОВЪ, УМНОЖЕННЫХЪ НА ФУНКЦ1Ю. 5 1 

и внося ихъ въ равенство 

находимъ, что эта сумма составляется изъ значешй дроби 
при 

X = X^^ ^1 , . . . . Х^ , 

посл']^довательныхъ корняхъ уравнен1я 

между которыми наибодьш1Й х по (27) равняется V, а наимень- 
Ш1Й х^ (по § 8) не бол-Ье а; такая-же сумма при помощи знака 

введеннаго Кош и, представляется Формулою 

,^, Фа-ыИ' 
а — ш 

гд-Ь (О предполагается безконечно малою величиною, превосхо- 
дящею нуль^^). Такймъ образомъ для опред'Ьлен1я величины иско- 
маго тахгтит при 1=2к получается равенство 

а — сд 

$ 13. Переходя къ случаю I нечетнаго и полагая 

г = 2Л-*-1, 



*) Для упро1цен1я нашихъ Формулъ мы не ставимъ при знак^^ X пред'Ь- 
довъ мнимой части х, какъ это д'1^лалъ Кош и: въ вопросахъ, нами разсматри- 
ваемыхъ, мнимыя части х равны нулю. 

4* 
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МЫ ПО (19) находимъ 

7л 2й -*- 6 — о — о. 
Р = Е 2 -' 

гд'Ь, какъ вид'Ьли, 

<7 = или 1, (71 = или 1. 

Останавливаясь на предположен1и 

(7 = 0, сг^ = О, 

мы по этой Формул'Ь получаемъ 
по сказанному-же въ § 9 о случа'Ь 

(7=0, (7^ = 

им'бемъ 

При такихъ величинахъ 

уравнешя (13), по сокращенш членовъ, умноженныхъ на«^о=^> 
и у = г*^^^2 = О, и по зам'Ьн'Ь неизв'бстныхъ 



^,* д 



1 ) ^2 ? • • • • ^О ? • • • • ^Л-*-! 



? 



неизв'Ёстными 



^1 ? ^2 ? • • • • ^о » • • • • ^ Л-#-1 



•^0» ^1) • • • • ^д 1> • • • •^^^, 

2^0 ) 2^1 > • • • • 2^п — 1 5 • • • • Х'а 



приводятся къ уравнен1ямъ (4) съ числомъ п=й-+-1. В_ъ р^ШбДШ 
такихъ уравнен1Й, какъ было показано въ § 5, величины 

**^о' *Х/уу » • • * X ^ , . . . . ж^^ 
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суть корни уравнев1я 

гд'Ь Функщя ф^_^^ (х) по сказанному въ § 4 о случа'Ь 1=2к-^1 
будетъ опред'Ьляться равенствомъ 



ч «-^Рл — 



ВЪ которомъ 

^1? ?!> ^2? Р2>* • • • *Л) ГЛ? *Л-ы 

им'Ёютъ гЁ-же величины, какъ и въ ненрерывной дроби 



а^аз-+-Р1 — 



о^жн-Рг — • . . 



«А ж-ьр^ь — 



4-^1 ^-»-?А-ы — • . . 



• > 



а 'У есть неизв'Ьстное постоянное. 

Для опред'Ьленхя величины -у и Функц1и ^^^_^_^ {х)^ отъ нея за- 
висящей, мы зам'Ьчаемъ, что въ ряду величинъ 

будетъ заключаться 

которая по (15) равняется г;, а потому уравнен1е 

ДОЛЖНО удовлетворяться при x=V, что предполагаеть равенство 

Чтобы найти на основан1И этого величину -у, мы зам'Ьчаемъ, 
что уравнеше (7) при ^^^^ = 7? ш = к даетъ 

(28) Фа^|(^) = К^,^"»-Т) Фа(^)- Фа_,(^), 
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всл-Ьдствхе чего изъ предыдущаго равенства выходить 

К-ы ^ -^ 1Г) Фл (^)— Фл-1 (^) = 0; 
откуда получаемъ 

Внося-же эту величину -у въ Формулу (28), находимъ 

(29) . . . ф,^, (х) = [а,^, (х- V)^ ^Ь^] ф,(.;) - ф,_. (а;). 

По этой Формул* получается первая часть уравнен1я 

«оторымъ определяются величины 

Такъ какъ по § 7 величины 

представляютъ восходящш рядъ, гд'Ь по (15)^18 

разсматриваемое нами предположенхе 

а = 0, (7^ = 

окажется невозможнымъ, если въ этомъ уравнен1и будетъ ко- 
рень, выходящш зй пред-Ьлы х = а^ ж = Ь; это-же, какъ не 
трудно показать, должно случиться, если дробь 

Ф^Ь-ы (а) Н (Ь) 

Фа («) Фан-1 Ф) 
им-Ьетъ величину положительную. 
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Въ самомъ д'&л'Ь. Если вс^ корни уравнен1я 

заключаются между ж = а, а? = Ь, то-же по § 5 должно им1Ьть 
N^1^070 относительно уравнен1я 

а потому величины 

должны им'Ёть одщнакхе знаки съ величинами 



и всл'Ьдствхе того дробь 



^к-^1 (—а?) Ф^М-1 (а?) 



при о; = оо должна им-Ьть одинак1Й знакъ съ величиною 

Ф^м-^ (д) Ф;ь (^) 

Фа (а) Фа-1-1 (Ь) ' 

По Формул-Ь-же (7) видно, что эта дробь при ж = оо при- 
водится къ — 1 . 

Такъ мы уб'Ьждаемся, что для возможности предположен1я 



(7 = 0, (71 = 

при р'Ьшенш нашей задачи необходимо, чтобы дробь 

Ф*-ы (Д) Ф^Ь Ф) 
ФЛ (а) ФА-+-1 (Ь) 

им'Ьла величину отрицательную. 
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Внося сюда выражен1е Функщи ф^^_^Дж) по (29), находимъ, 
что эта дробь равняется 

Разлагая это вь]ражен1е на два множителя 

а — V 

а — УУ. Фа(Д) Фл^«0_-]____^:^ 

Ь-у1 Ч(Ь) Фл {V) ^ А-*-1 

И зам'Ьчая, что первый множитель, гдЬ 

а < г; < &, 

им'Ьетъ величину отрицательную, мы заключаемъ, что предпо- 

ложенхе 

а = 0, (71 = 
при 

можетъ им'Ьть м'Ёсто въ томъ только случа-Ь, когда 

1 Г Фа— 1 (а) Фа— 1 Ш 

1 г фа-1(Ь) Фа-1М '1 ^ ^^• 

ь - «? I Фа (Ь) Фа («') и ^-*-1 
§ 14. Переходя къ предположешю 

(7=1, а,= 1, 
мы по (19) при 

г=2й;--н1, (7= 1, (7^= 1 
находимъ 
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Откуда видно, что въ разсматриваемомъ случае уравнен1я (13) 
будутъ содержать 2 (А; н- 2) неизв-Ьстныхъ 

г«^ , г*1 , .... г«^ , .... м ^^^ , 

и что эти уравнен1я приведутся къ уравнешямъ (4) съ числомъ 
п = к-1-2^ если положимъ 



Я 
Я "^Я 



Ч^=У0У ^1=УХУ • • • • '^п=Уп^ ^\^{=Ук-^1 



Въ р'Ьшенш-же такихъ уравнешй по § 5. какъ вид'Ьли, не- 
изв-Ёстныя 

равняются корнямъ уравнешя 

гд'Ь черезъ '^/^^_^^{x) обозначается знаменатель простой дроби, къ 
которой приводится непрерывная дробь 



а^ж-ьр! 



аоЛЧ-рз — • 



ч^-^^к — 



"*-'*-*-^-7Г^^ 



Въ этой непрерывной дроби величины 

^1? ^2? • • • • ^Н'> *Л-Ы' 
Г1> Рз? • • • • Рл 

опред'Ьляются по § 4 разложешемъ выражен1я 



ж ' ж* ■ жз "^ д./ 
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въ непрерывную дробь 



«105-1-^1 



а^жн-рг 



«* «-*-?* — 



1 



акч-1 ^-*-?к-^-1 — 



а 



Ъ Т1» Ъ 



три неизв']^стныя постоянныя, которыхъ величина должна быть 
найдена. 

Чтобы получить уравнен1я, опред'Ьляющ1я эти постоянныя, 
мы зам']&чаемъ, что между величинами 

удовлетворяющими уравнешю 



находятся 



^0 ? ^^ ) ^п— 1 '^р— 1 ^Ач-1 ' 



который по § 7 равны 

а, г;, 6; 

а потому должны тм'Ьтъ м'Ьсто равенства 

(30) .... ф»^,(а) = 0, ф*:,,(г;)=0, ^,^,ф) = 0, 

гд* ф^^^С^) ®^'^^ функщя, которой выражен1е черезъ ф^^(ж), 
Фл-Д^) -^вгко получается при помощи уравнен1я (7). 
Въ самомъ д'Ьл'Ь. Полагая въ этомъ уравнен1И 

находимъ 

Ф*^, (а:) = (а*^, ж -*- ТГ) Ф* (ж) - Ф*_1 (х), 
полагая-же 
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получаемъ 

откуда, по ис1иючен1И ф^^Дж), выходить 

Ф*+г (ж) = [(Ъ ж -^ Уа) («Лч-1 «-*-1Г) — 1 ] Ф* (^)— (Ъ «-+-ТГа) Ф*-! (^)- 
Определяя по этой Формул-б величины 

Ф*+2(«). Ф*-1-»(^)> Фл-нгС^) 

И внося ихъ въ равенстш (30), находииъ ташя три уравнен1я: 

[(ТГ1в-*-'Г2)(а*ч-1«-*-'Г)— 1] Ф*(«)— (Т1«-*-ТГ2) '1'*_1(«) = 0, 
[(V, » -+- ТГа) К-ц «^ -+- ТГ) — 1] Ф* (г') — (ТГх г' + Ъ) 'I'*-! <«') = О, 

Р'Ьшая-же эти уравненхя относительно 

Ъ Тх, Уз, 

мы получаемъ для опред-Ьленхя этихъ величинъ Формулы, кото- 
рыя могутъ быть такъ представлены: 

^ Ф^Ь^1(Д) (Ь-а) РР1 „ ^ 

_ (1~р)^ 
ТГ1 — (6-а)2рр^> 



гд* 



_ (1-р) (ар~Ь) 
Т2— (Ь-а)^рр1 ' 

1 Г Ф^^1 (а) ^к^х Ш _ 

д_. д— <>1 »&(д) Ф)к(<^) ^ ^-^^ 



Ь — «1 Фл(Ь) Фл(а) ^ 



л-#-г 
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Сличая посл'Ьднюю Формулу съ неравенствомъ (10) и-зам'Ь- 
чан, что 110 вышепоказанному 

МЫ заключаемъу что 

и всл'Ьдствхе того по Форму л'Ь, опред'Ьляющей постоянную у^, эта 
величина будетъ им1^ть знакъ противный съ величиною р, равной, 
какъ видели, дроби 

1 Г Ф)Ь~1 (а) ФА--1>Л _ ^ 

1 Г Фа^1(Ь) Фа-1(рП ^ ' 
6- VI Фл(Ь) ФлИ ^ **-ы 

Зам'Ьчая-же, что у^ , какъ коэФФиц1ентъ х въ одномъ изъ не-^ 
полныхъ частныхъ непрерывной дроби, происходящей отъ раздо- 
жеи1я суммы 

п 



о 



долженъ по § 2 нм'ёть величину положительную, мы заключаемъ, 
что для возможности разсматриваемаго нами предположешя 

а=1, а,= 1 

эта дробь должна быть меньше нуля, что прямо противно найден- 
ному нами въ предположен1н 

а = 0, а^ = 0. 
Что касается до предположен1& 

С7 = 0, С71=1, 

С7=1, а, = 0, 

1ч> при гакихъ велнчинахъ (7, а^ и при /= 2й-*- 1, по ФормтхЬ 
(19\ находимъ 

1) = !:— - =Л-^2. 
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Откуда видно, что въ этихъ предположен1яхъ уравнен1я (13) 

будутъ заключать то-же число неизв'Ьстныхъ, какъ и въ предпо- 

ложенш 

а=1, о^= 1; 

а потому ихъ р-Ьшеюя, если только он'Ь возможны, получатся изъ 
Формулъ, найденныхъ нами для случая 

а = 1 , (7^ = 1 . 

§ 15. Изъ показаннаго нами видно, что въ случа* I нечет- 
наго также не можетъ быть двухъ различныхъ системъ ве- 
личинъ 

^0 > ^1 > • * • • ^^ > . . , . и р__|? 

удовлетворяющихъ требованхямъ. нашей задачи, а потому вели- 
чины этихъ неизв^стныхъ, получаемый по выведеннымъ нами 
Формуламъ, должны давать искомый тахшит суммы 

ил. — — и л ~^ м/-* I • .... ■ I ■ *^ _ . 

По этимъ Форму ламъ, при ^ = 2& -н 1, р'Ьшеше уравнен1Й 
(13), какъ вид'Ьли, сводится на Р'Ьшеше уравненщ (4) съ числомъп 
равнымъ или й -*- 1 или к -^2, Первое им'Ьетъ М'Ьсто въ томъ 
случа*, когда величина дроби 

_Л_ГФл_^) ^и^хШ ^ 



1 Г Фа~1(Ь) Ч^хЩ „ 



больше нуля, второе когда она меньше нуля. Въ первомъ случае 
^^ = а, ^^ == ^0, . . . . ^д = ^^__1) • • • • -^А-ы ^^ ^а' ^а-+-2 ^^ ^^? 
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ВО второмъ 



% 2^05 ^1 Уп ' • * ' % Уд^ . . . . и ^_^^ Ук-^1У 



Я 

я 



гд'Ь ври 



также какъ и при 



п = А;-1- 1, 
м = Л-1- 2, 



величины 



'^О^ Д/^,. . . . х^ — ^, ж^,. . . . х^ ^, 



2^0 > Уп • • • • У^—.\^ УдУ' • ' • Уп^1 

опред'1^ляются равенствомъ 



О? — »< «(ОМ-^! 



О » 1 «-1 о^ж-нРа — • . , 



«11—1 «-*-Рп— 1 — 



Въ этомъ равенств']^ величины 



*1> *2> • • • • *А> **-ЬР 



Рп Г2> • • • • ^^^ 
одинаковы съ г&ми, которыя заключаются въ непрерывной дроби 



в1Л-4-р| — 



в^ж-ьр^ — • . ^ 



«А »-*-?* — 



«А-4-1 Л'-*-?*-*-! 

происходящей отъ разложен1я выражен1я 



• ? 



яг • «* ■ ж' я^ ' 

остальныя-же величины получаются различно, смотря потому, 
будетъ-ли п = й н- 1 или п = А? -*- 2. Въ первомъ случае 
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во второмъ 



ФА-1(Д) (Ь-<?) РР| 






_ (1~р)^ 
«п — (Ь-а)2рр^^ 

а (1— р)(ар— Ь) 

Рп (Ь-а)«рр4 ' 

гд'Ь 9) 91 вспомогательный величины, определенный Формулами, 
показанными въ § 14. 

Внося вышепоказанныя величины 

въ Формулу 

X = г*л^ -н г*.^ ~ь . . . . -♦- г* ^ 



и равенство (15), находимъ въ одномъ случа'6 
а въ другомъ 

Полагая-же въ первомъ случа'б 

а во второмъ 

мы заключаемъ, что въ обоихъ случаяхъ будутъ тиы'Ьтъ м'Ьсто 
равенства 

изъ которыхъ, какъ было показано въ § 1 2, получается такая Фор- 
мула для опред'Ьлен1Я суммы X при помощи знака ^ : 

а — ш 
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§ 16, Прхемъ, употребленный нами при опред'Ьлеши^ол^шит 
суммы 






X = ^^гг? = и^^ -^ и.^ -*- . . . .-Н2/. 



можетъ быть приложенъ и къ отыскан1ю наибольшей величины 
суммы 



Изображая посл^Ьднюю сумму черезъ 

^09 



р— 1 • 



им'Ёемъ 



Я1 



г(? 



р— 1 



Эта сумма, какъ не трудно заметить, приводится къ преж- 
ней, если въ ней поставить р — г — 1 вместо г и положить 

21=Р — 2— 1- 

Откуда видно, что Формулы, выведенный нами при разсмо- 
тр'Ьн1и прежней суммы, приведутся къ т-Ьмъ, который им1^ютъ 
м'Ьсто для новой суммы, когда въ нихъ будутъ сделаны всЬ 
изм'Ьнен1я, вызываемый заменою г черезъ р — г — 1 . 

Полагая 

МЫ находимъ, что сумма 

р 



Хо=2 ^/ = ^^\ -+• ^^\-^1 



• • • • 



Р— 1 



91 

приводится къ сумм'Ь 

-^0 ^^0 ^^ ^1 ^^ • • • • ^^ *^о > 



9 
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им'Ёющей одинак1й видъ съ 

X = г^о^ -I- г^1^ -н . . . . -н и^\ 
уравнешя (15) даютъ 
уравнешя (15)^^8 

уравнен1я-же (13) сохраняютъ прежнш видъ съ переменою 
только 

на 

г, V. 

Откуда видно, что, м-Ьняя а на 6, Ь на а и г; на г<; въ Фор- 
мулахъ, выведенныхъ нами для опред'1^лешя величинъ 

^0» ^1> • • • • ^р 1> 

^0 ) ^1 > ' • • ' ^ р I > 

доставляющихъ тахгшит суммы 

X = г«о^ -4- г«1^ -*- . . . .-^и^ 
при 

мы получимъ Формулы, который даютъ величины 

7 У 7 

^0^ ^1^ .... ^^ — ^у 
^0 У ^1 , • . • • ^ р — ^, 

доставляющ1я тахгтит суммы 

О ^^0 ^^ ^^1 -*-••••-+- ^. 



Я 

при 
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Такъ какъ по составу Формулъ, показанвыхъ нами въ §§ 8^ 
9, 10, 11, 12, 13, ясво, что уравнен1я, опред'Ьляющ1я величины 

и^ у щ , , , . . г*^__^, 

не м'Ёняются при перем'1^н'Ё а на &, & на а, мы заключаемъ, что 
все сказанное нами объ опред'Ёлен1И этихъ величинъ приложимо 
и къ опред1^лен1ю величинъ 

^0 5 ^1» • • • • ^р — р 

7Т2 7Т2 Тр 

На основанш этого мы заключаемъ, что и зд'Ьсь, при ^ = 2й 
или ? = 2 & н- 1, величины неизв'Ьстныхъ, доставляющхя искомый 
тахгтит^ будутъ опред'Ьляться при помощи непрерывной дроби 



а1а5-ьр| 






происходящей отъ разложенш выраженш 



X Х^ Х^ ' ' ' * х^ * 



По этой дроби, какъ было показано въ §§ 8, 9, 10, 11, 12, 
13, 14, 15, опред'Ьляется непрерывная дробь 



1 



а|а;ч-Р1 — 



«2^-»-Р2 — • • . 



^п^с-*-(^п ' 



доставляющая р'Ьшен1е нашей задачи, и гд'Ь п=к-^1 или й-н2. 
Изображая черезъ 

ФпИ 

простую дробь, къ которой приводится последняя непрерывная, 

'МЫ находимъ уравнен1е 

ф„(а;) = 
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для опред'&лен1Я величинъ 
и Формулу 

772 У(^|) 

для опред'блетя СГ.^. 

Переходя къ опред'Ьлен1ю суммы 

^0 ^0 ^^ ^1 ^^ • • • • "+^ ^^^ ? 

И замечая по вышесказанному, что величины 

составляютъ рядъ убывающш, начиная отъ 2^=Ъ до 2 =го^ 
мы находимъ на основанш этой Формулы, что искомый тахгтит 
при помопди знака ^ представляется такъ: 



:ов- 



